
第 1 章  平面上のベクトル  (10) 

Ｂ  成分による内積の表示  

ベクトルの内積は、その成分を用いて次のように表される。 

 

（証明） 

右図△OAB で余弦定理を適用すると、 

ＡＢ2＝OA2＋OB2－2OA・OBcosθ     ・・・① 

が成立する。 

△ＯＡＢにおいて、𝑎⃗＝OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ，𝑏⃗⃗＝OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  として、 

①を 𝑎⃗、𝑏⃗⃗ で表してみよう。 

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ＝OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ －OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ＝𝑏⃗⃗－𝑎⃗ であるから、①は、 

|AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
2
＝|OA⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ |

2
＋|OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |

2
－2×|OA⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ |×|OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |×cosθ 

∴ |𝑏⃗⃗ − 𝑎⃗|
2
＝|𝑎⃗|2＋|𝑏⃗⃗|

2
－2×|a⃗⃗|×|b⃗⃗|×cosθ 

∴ |𝑏⃗⃗ − 𝑎⃗|
2
＝|𝑎⃗|2＋|𝑏⃗⃗|

2
－2×𝑎⃗ ・𝑏⃗⃗ 

ここで、𝑎⃗＝（a1、a2）、＝（b1、b2）とすると、 

𝑏⃗⃗－𝑎⃗＝（b1－a1、b2－a2）であるから、 

（b1－a1）
2＋（b2－a2）

2＝（a1
2＋a2

2）＋（b1
2＋b2

2）－2𝑎⃗ ・𝑏⃗⃗ 

展開して整理すると、 

－2a1b1－2a2b2＝－2𝑎⃗ ・𝑏⃗⃗ 

従って、 

𝑎⃗ ・𝑏⃗⃗＝a1b1＋a2b2 

 

 

𝑎⃗＝（a1、a2）、 𝑏⃗⃗＝（b1、b2）のとき、𝑎⃗ ・𝑏⃗⃗＝a1b1＋a2b2 

A 
θ  

B 

Ｏ  

𝑎⃗＝（a1、a2）のとき、 

|a⃗⃗|＝√a1
2 + a2

2より、  

|𝑎⃗|2＝a1
2 + a2

2 



＜例２５＞ 次のベクトルの内積を求めよ。 

(1)  𝑎⃗＝(1，2)，𝑏⃗⃗＝(3，1) 

𝑎⃗ ・𝑏⃗⃗＝1×3＋2×1＝5 

(２)  𝑎⃗＝(-２，1)，𝑏⃗⃗＝(－3，-4)  

𝑎⃗ ・𝑏⃗⃗＝（－2）×(－3)＋1×(－4)＝6－4＝2 

（３） 𝑎⃗＝( 3，1)，𝑏⃗⃗＝( 3，3) 

𝑎⃗ ・𝑏⃗⃗＝√3×√3 ＋1×3＝3＋3＝6 

 

＜例２６＞A(－1，1)，B(1＋2 3，3－2 3 )，C(1，3)のとき、次の内積を求めよ。 

（1） AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ・AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗   

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ＝（2＋2√3、2－2√3） 

AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ＝（2、2） 

より、AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ・AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ＝2×(2＋2√3)＋2×(2－2√3) 

＝4＋4√3＋4－4√3＝8 

（2） BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ・CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗   

BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ＝（－2√3、2√3） 

CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ＝（－2、－2） 

より、BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ・CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ＝(-2)×(-2√3)＋(-2)×2√3 

＝4√3－4√3＝0 

 

 


