
第 3章 数列（23） 

演習問題 

１ 次の漸化式で定義される数列｛𝑎𝑛｝がある。 

𝑎1 = 2 , 𝑎𝑛+1 = 2 −
1

𝑎𝑛
  ( 𝑛 = 1,2,3, ・・・・・・) 

（1） 𝑎2、𝑎3、𝑎4を求めよ。 

（2） 第 n項𝑎𝑛を推定し、それを数学的帰納法を用いて証明せよ。 

（1） 

𝑎2 = 2 −
1

𝑎1
= 2 −

1

2
=

3

2
 

𝑎3 = 2 −
1
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= 2 −

1

3
2

=
4

3
 

𝑎4 = 2 −
1

𝑎3
= 2 −

1

4
3

=
5

4
 

（2） (1)の結果より、次のように推定できる。 

𝑎𝑛 =
𝑛 + 1

𝑛
 ・・・・・・ （Ａ） 

（Ⅰ）  n＝1 のとき 

𝑎1 =
1 + 1

1
= 2 となり、n = 1 のとき、(Ａ)は正しい。 

（Ⅱ） n＝kのとき，（Ａ）が正しいと仮定する。このとき，（Ａ）より 

𝑎𝑘 =
𝑘 + 1

𝑘
 

    n＝k＋1 の場合は、 

左辺 = 𝑎𝑘+1 = 2 −
1

𝑎𝑘
= 2 −

1

𝑘 + 1
𝑘

= 2 −
𝑘

𝑘 + 1
=

𝑘 + 2

𝑘 + 1
 

右辺 =
𝑘 + 1 + 1

𝑘 + 1
=

𝑘 + 2

𝑘 + 1
 

従って、n＝k＋1の場合も（A）は正しい。 

よって、（Ⅰ）、（Ⅱ）より、すべての自然数で（A）は正しい。  



２ 次の漸化式を解け。 

 𝑎1＝6 ，𝑎𝑛+1＝6𝑎𝑛＋3𝑛+1 

（解答） 

両辺を、3𝑛+1で割ると、 

𝑎𝑛+1

3𝑛+1 =
6𝑎𝑛 + 3𝑛+1

3𝑛+1 =
6𝑎𝑛

3𝑛+1 +
3𝑛+1

3𝑛+1 =
2𝑎𝑛

3𝑛 + 1 

ここで、xn =
an

3n  とおき、𝑥𝑛とxn+1で表すと、 

xn+1 = 2𝑥𝑛 + 1 

α＝2α＋1 とおくと、α＝-1 

両辺を引くと 

𝑥n+1 − 𝛼 = 2（𝑥𝑛 − 𝛼) 

となり、𝑥𝑛 − 𝛼 = 𝑐𝑛とおくと、𝑐n+1 = 2𝑐𝑛 

より、これは公比２の等比数列で、初項は 

𝑐1 = x1 −α =
a1

31
+ 1 =

6

3
+ 1 = 3 

より、𝑐𝑛 = 3・2𝑛−1 

𝑥𝑛 = α + 𝑐𝑛 = −1 + 3・2𝑛−1 

ここで、xn =
an

3n
 より、𝑎𝑛 = 3𝑛 × xn = 3𝑛(−1 + 3 ∙ 2𝑛−1) 


